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Abstrak. Bilangan kromatik lokasi merupakan konsep dari dimensi partisi graf
dengan pewarnaan titik graf. Bilangan kromatik lokasi dari G, dinotasikan dengan xr,(G)
adalah jumlah warna minimum yang dipakai untuk pewarnaan lokasi. Dalam Artikel ini
dijelaskan cara menentukan bilangan kromatik lokasi graf sehati. Metode yang dipakai
agar diperolehnya bilangan kromatik lokasi graf sehati adalah dengan memperoleh ni-
lai eksaknya. Hasil yang didapatkan dari bilangan kromatik lokasi graf sehati adalah
xr(Hrn) =4 untuk n = 2 dan xr(Hrn) = 5 untuk n > 3.

Kata Kunci: bilangan kromatik lokasi, graf sehati, pewarnaan lokasi

Abstract. The concept of locating chromatic number was related to the partition
dimension and vertex colouring of a graph. The locating chromatic number of G, denoted
by xL(G) was the minimum number of colours required for locating colouring. The
article described the method for determining the locating chromatic number of a one
heart graph. The method used to obtain the location chromatic number of the one heart
graph involved finding its exact value. The results obtained for the locating chromatic
number of the one heart graph were xp(Hrn) = 4 for n = 2 and x(Hrn) = 5 for
n > 3.

Keywords: locating-chromatic number, locating colouring, one heart graph

1. Pendahuluan

Graf G adalah pasangan terurut (V(G),E(G)) yang terdiri atas himpunan tak
kosong V(G) beranggotakan titik-titik, dan E(G) beranggotakan sisi-sisi. Jika e
adalah sebuah sisi, x dan y adalah titik-titik sedemikian sehingga e = xy, maka e
dikatakan menghubungkan (join) x dan y. Titik « dan y dikatakan titik-titik ujung
dari e [1].

Seiring berjalannya waktu, graf mengalami perkembangan dan banyak tercipta-
nya kajian-kajian baru diantaranya bilangan kromatik lokasi. Bilangan kromatik
lokasi graf pertama kali diperkenalkan oleh Chartrand dkk pada tahun 2002
merupakan penggabungan dari konsep dimensi partisi graf dan pewarnaan titik
pada graf [2]. Dimensi partisi graf merupakan pengembangan dari konsep dimensi
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metrik graf yang pertama kali diperkenalkan oleh Harary dan Melter pada tahun
1976 [3]. Pewarnaan titik pada suatu graf adalah pemberian warna berbeda
pada setiap titik-titik yang saling bertetangga pada suatu graf. Banyaknya warna
minimum yang digunakan dengan kode warna berbeda setiap titiknya disebut
bilangan kromatik-lokasi dinotasikan dengan xr,(G).

Penelitian tentang bilangan kromatik lokasi pada suatu graf telah banyak di-
lakukan diantaranya graf lingkaran (C,) dan graf lintasan (P,) yang ditemukan
oleh Chartrand [2]. Pada tahun 2017 Asmiati juga memperoleh bilangan kromatik
lokasi pada graf n Amalgamasi Bintang yang dihubungkan oleh suatu Lintasan [4].
Pada tahun yang sama, Welyyanti dkk. memperoleh bilangan kromatik lokasi untuk
graf dengan dua komponen homogen [5]. Kemudian Pritama dkk juga memperoleh
bilangan kromatik lokasi graf segitiga diperumum 7T'r, untuk n = 2 dan n = 3
pada tahun 2019 [6]. Welyyanti juga memperoleh bilangan kromatik lokasi graf
prisma berekor [7]. Pada Tahun 2020, Nur dkk mendapatkan bilangan kromatik
lokasi graf pohon pisang [8]. Tahun 2021, Mardimar dkk juga memperoleh bilangan
kromatik lokasi graf buckmisterfullerene Bgo [9]. Pada tahun yang sama, Welyyanti
dkk memperoleh bilangan kromatik lokasi pada graf tak terhubung dengan graf
lintasan, lingkaran, bintang atau bintang berganda sebagain komponennya [10].
Welyyanti dkk memperoleh bilangan kromatik lokasi pada graf lobster L, ,, 1 untuk
m = 6 dan n = 2, 3,4 pada tahun 2022 [11]. Pada tahun 2023, Welyyanti dkk juga
memperoleh bilangan kromatik lokasi pada graf Amalgamasi Kipas Berekor [12].
Welyyanti dkk juga memperoleh bilangan kromatik lokasi pada graf helm H,,, untuk
10 <m <28 [13].

Pada penelitian ini ditentukan bilangan kromatik lokasi graf sehati.
Misalkan LS; adalah graf dengan V(G) = {ai,a2,b1,b2} dan E(G) =
{ajag,a1by, asbs, bibs, a1by}. Graf sehati adalah graf tangga segitiga LS5 sebanyak
n yang dihubungkan oleh tiga buah sisi baru pada setiap LS dengan
himpunan titik V(G) = {u;,vi,t;,w; |1 < 4 < n}, himpunan sisi F(G) =
{uiwi,uiti,uivi,wivi,tivi\l S ) S n} U {uiuiﬂ,tiwiﬂ,viv”ﬂl S ) S n — 1} di-
notasikan Hr,, [14].

2. Landasan Teori

Pewarnaan titik graf G adalah suatu pemetaan ¢ : V(G) — N, dengan N adalah
himpunan bilangan asli sedemikian sehingga c(z) # ¢(y) jika « dan y bertetangga.
Jika warna yang dipakai sebanyak k maka G dikatakan memiliki k-pewarnaan.
Minimum k yang dipakai untuk pewarnaan sedemikian sehingga G mempunyai
suatu pewarnaan titik disebut bilangan kromatik dari G yang dinotasikan x(G).

Misalkan ¢ adalah suatu pewarnaan titik pada graf G dimana c(z) # ¢(y), untuk
x dan y yang bertetangga di G. Misalkan @; himpunan titik yang diberi warna i,
yang disebut kelas warna, maka II = {Q1, Q2, ..., Q1 } merupakan himpunan yang
terdiri dari kelas-kelas warna dari V(G). Kode warna c¢,(x) merupakan k-pasang
terurut d(z, Q1),d(z, Q2), ..., d(x, Q) dengan d(z, Q;) = min{d(z,y)|y € Q;}. Jika
setiap titik di G tidak ada kode warna yang sama, maka ¢ disebut pewarnaan
lokasi dari G. k-pewarnaan lokasi adalah jumlah warna yang dipakai pada
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pewarnaan lokasi dari G Jumlah warna minimum yang dipakai untuk pewarnaan
lokasi disebut bilangan kromatik lokasi dari G dan dinotasikan dengan xr,(G).
Titik dominan adalah titik z € V(G) dengan d(z,@;) = 1 untuk = # @Q; dan 0
untuk yang lainnya [15].

3. Pembahasan

Hasil penelitian ini adalah Teorema 3.1 yang membahas bilangan kromatik lokasi
graf sehati Hr, untuk n > 2, n € N

Teorema 3.1. Jika graf Hr,, adalah graf sehati, maka

4, untuk n = 2,
5, untuk n > 3.

xr(Hry) = {

Bukti. Pembuktian bilangan kromatik lokasi graf Hr, akan dibagi dalam dua
kasus sebagai berikut.

Kasus 1. x1(Hr,) =4 untuk n = 2
Subkasus 1.1. Batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hr,, untuk n =2

Akan dibuktikan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hrs. Andaikan
xr(Hre) = 3, artinya Hrs memiliki 3-pewarnaan lokasi, maka setiap titik di Hro
merupakan titik dominan. Akibatnya, setiap titik dengan warna yang sama memiliki
kode warna sama. Jadi, haruslah y(Hry) > 4.

Subkasus 1.2. Batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hr, untuk n = 2

Akan dibuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hrs. Definisikan
pewarnaan titik ¢: V(Hrg) — {1,2,3,4} sedemikian sehingga

untuk x = uq, to,

untuk x = wi, us,

c(z) =

untuk x = tq, vg,

~ W N

untuk x = vy, wo.

4-pewarnaan lokasi dari Hro dapat dilihat pada Gambar 3.1.

1 U1 2 U9

2 W1

3
4 U1 [}

Gambar 3.1. 4-Pewarnaan Lokasi graf Hro
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Definisikan IT = {Q1, @2, @3, Q4} dengan

Q1 = {u1,t2},
Q2 = {w1,uz},
Q3 = {t1,v2},
Q4 = {v1, wa}.

Diperoleh kode warna setiap titik pada Tabel 3.1 berikut.

Tabel 3.1. Kode Warna Titik graf Hro

Kode Warna Titik Kode Warna Titik Kode Warna Titik Kode Warna Titik
crr(ur) = (0,1,1,1) crr(wi) = (1,0,2,1) crn(t1) = (1,2,0,1) cri(v1) =(1,1,1,0)
cn(tz2) = (0,1,1,2) cn(uz) = (1,0,1,1) cr(v2) = (1,1,0,1) crn(w2) = (2,1,1,0)

Berdasarkan Tabel 3.1, dapat dilihat bahwa tidak ada kode warna yang sama untuk
setiap titik graf Hr,. Jadi, x(Hre) < 4. Akibatnya, diperoleh y(Hrs) = 4.

Kasus 2. xr(Hr,) =5 untuk n > 3

Subkasus 2.1. Batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hr, untuk n > 3

Akan dibuktikan batas bawah bilangan kromatik lokasi graf Hr, untuk n > 3,
n ganjil. Misalkan subgraf Hr, ke-1, ke-2 dan ke-3 adalah Hry, Hry dan Hrs.
Andaikan xr(Hr,) = 4 untuk n = 3, dengan

(i)

(i)

(iii)

Jika Hry, Hre dan Hrs memiliki 3-pewarnaan maka ada kode warna yang
sama pada titik graf Hr, yaitu u; dengan us atau v, dengan v, atau salah
satu dari w; dengan t;, ¢ € {1,2,3}. Akibatnya, ada dua titik memiliki kode
warna yang sama.

Jika Hr; memiliki 4-pewarnaan dan Hry dan Hrs mempunyai 3-pewarnaan
maka ada kode warna yang sama pada titik graf Hr,, yaitu u; dengan t;
atau u; dengan wsy atau u; dengan ve atau wy dengan t, atau t; dengan us
atau v; dengan wy atau vy dengan t, atau vy dengan us atau we dengan
to atau ws dengan t3. Akibatnya, ada setidaknya dua titik memiliki kode
warna sama.

Jika Hry dan Hrs memiliki 3-pewarnaan dan Hry memiliki 4-pewarnaan
maka ada kode warna yang sama pada titik graf Hr, yaitu titik ¢; dengan
uo atau w; dengan t; atau us dengan ws atau ve dengan ws. Akibatnya,
ada setidaknya dua titik memiliki kode warna yang sama.

Jika Hr; dan Hry memiliki 4-pewarnaan dimana c(uy) # c(va) # c(v1) #
c(uz) dan Hrs memiliki 3-pewarnaan maka ada kode warna yang sama
pada titik graf Hr, yaitu w3 dengan u; atau ws dengan us atau ws dengan
vy atau ws dengan vy atau wz dengan t3. Akibatnya, ada setidaknya dua
titik memiliki kode warna yang sama.

Jika Hry dan Hrs memiliki 4-pewarnaan dimana c(u1) # c(v1) # c(ug) #
¢(vs) lalu Hry memiliki 3-pewarnaan maka ada kode warna yang sama
pada titik graf Hr,,, yaitu u; dengan v, atau uy dengan v, atau us dengan
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vg atau ug dengan vo. Akibatnya, ada setidaknya dua titik memiliki kode
warna yang sama.

(vi) Jika Hry, Hry dan Hrs memiliki 4-pewarnaan dimana c(u;) # c(v;) #
c(uj) # c(v), i € {1,2,3}, j € {1,2,3}, i # j, maka ada kode warna
yang sama pada titik dominan graf Hr, yaitu ug, k € {1,2,3}, k #£i # j
dengan salah satu dari c(u;), c¢(v;), c(u;), c(v;), atau vy dengan salah satu
dari e(u;), e(v;), e(uy), c(v;). Akibatnya, ada setidaknya dua titik memiliki
kode warna yang sama.

Untuk n > 4, jika diberikan sebarang pewarnaan titik pada Hr; untuk 4 <: < n
sedemikian sehingga ada titik dominan di salah satu w; atau t; maka akan ada
dua titik dominan yang sama dengan warna yang sama karena semakin banyak
Hr;, semakin banyak juga titik dominan dengan warna yang sama. Akibatnya
ada setidaknya dua titik dominan memiliki kode warna yang sama. jika diberikan
sebarang pewarnaan titik untuk setiap Hr; untuk 4 < ¢ < n sedemikian sehingga
tidak ada titik dominan di titik w; dan ¢; maka akan ada dua titik dengan sama
dengan warna yang sama yaitu titik w; dengan ¢;. Akibatnya ada setidaknya dua
titik memiliki kode warna yang sama.

Subkasus 2.2. Batas atas bilangan kromatik graf Hr, untuk n > 3

Untuk membuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hr,, untuk n > 3
dibagi menjadi 2 subkasus.

Subkasus 2.2.1 n ganjil

Akan dibuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hr,, untuk n > 3, n
ganjil. Definisikan pewarnaan titik ¢ : V(Hr,) — {1,2,3,4,5} sedemikian sehingga

, untuk @ = ug;—1 € V(Hry),i € {1,2, ..., "T'H},

1
1, untuk @ = ve; € V(Hry),1 € {1,2, ..., "T_l},
2, untuk z =t; € V(Hry),i € {1,2,...,n},

c(x) = 43, untuk z = ug; € V(Hry),i € {1,2,..., 251},
3, untuk @ = vg;1 € V(Hry),i € {1,2, ..., 21},
4, untuk z = w; € V(Hry),i € {2,3,...,n},
5

, untuk x = w;.

5-pewarnaan lokasi dari graf Hr,, untuk n > 3, n ganjil dapat dilihat pada Gambar
3.2.
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cn(ts) = (1,0,

1 U1 3 U2 1. U3
Sdu1 2w 2w ¥ ;
b\ | S \'| /s tn
3 ;
(%1 179 3Us
Gambar 3.2. 5-Pewarnaan Lokasi graf Hr, untuk n > 3, n ganjil
Definisikan IT = {Q1, Q2, @3, Q4, @5} dengan

Q1 = {uy,usz, ..., un} U{va, Vg, ..., Vp_1},

Q2 = {t1,t2, ..., tn},

QB - {u27u47 "'7“%*1} U {vlva7 "'7Un}7

Q4 = {’U}Q, W3,y .eey U}n},

Qs = {wl}

Diperoleh kode warna setiap titik pada Tabel 3.2 berikut.
Tabel 3.2. Kode Warna Titik graf Hr, untuk n > 3, n ganjil

Kode Warna Titik Kode Warna Titik Kode Warna Titik Kode Warna Titik
cr(u) = (0,1,1,2,1) cr(wi) = (1,2, 1,3,0) cr(t) = (1,0,1,1,2) cr(v1) = (1,1,0,2,1)
cr(v2) = (0,1,1,1,2) crr(w2) = (1,1,1,0,3) cri(t2) = (1,0,1,1,3) cr(u2) = (1,1,0,1,2)
cri(uz) = (0,1,1,1,3) cr(ws) = (1,1,1,0,4) cr(ts) = (1,0,1,1,4) cr(vz) = (1,1,0,1,3)
crn(va) = (0,1,1,1,4) cr(wa) = (1,1,1,0,5) cr(ta) = (1,0,1,1,5) cr(us) = (1,1,0,1,4)
cri(us) = (0,1,1,1,5) cr(ws) = (1,1,1,0,6) 1,1,6) cr(vs) = (1,1,0,1,5)

cn(vn—1) =(0,1,1,1,n — 1) cn(wn—1) =(1,1,1,0,n) crn(tn—1) =(1,0,1,1,n) cr(un—1) =(1,1,0,1,n — 1)
cr(un) = (0,1,1,1,n) cn(wn) =(1,1,1,0,n+1) | en(ts) = (1,0,1,2,n+1) cn(vn) = (1,1,0,1,n)

Berdasarkan Tabel 3.2, dapat dilihat bahwa tidak ada kode warna yang sama untuk
setiap titik graf Hr,. Jadi, x(Hr,) < 5 untuk n > 3, n ganjil.

Subkasus 2.2.2 n genap

Akan dibuktikan batas atas bilangan kromatik lokasi graf Hr, untuk n > 3, n
genap. Definisikan pewarnaan titik ¢: V(Hr,) — {1,2,3,4,5} sedemikian sehingga

, untuk ug;_y € V(Hry,),i € {1,2,..., 5},
, untuk vo; € V(Hry),i € {1,2,..., 5},

, untuk t; € V(Hry,),i € {1,2,...,n},

untuk wug; € V(Hry),i € {1,2,..., 5}
untuk ve;—1 € V(Hry,),i € {1,2,...,

untuk w; € V(Hry,),i € {2,3,...,n},

, untuk w;.

NI

|3

o
PN
8
N
I
U= W W N =
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5-pewarnaan lokasi dari graf Hr, untuk n > 3, n genap dapat dilihat pada Gambar

3.3.

1 U1

3 U2 1.Us

Sdw Wwo

U1

1vy 3U3

Gambar 3.3. 5-Pewarnaan Lokasi graf Hr, untuk n > 3, n genap

Definisikan IT = {Q1, Q2, @3, Q4,Q5} dengan

Q1 = {u1,usz, ..., upn_1} U{va,vq, ..., 05},
Q2 = {tl,tg,...,tn},

Q3 = {ug, ug, ..., un} U{v1, 03, ooy Vp—1},
7wﬂ}7

Q1 = {wa, w3, ...

Qs = {w1}.

Diperoleh kode warna setiap titik pada Tabel 3.3 berikut.

Tabel 3.3. Kode Warna Titik graf Hr, untuk n > 3, n genap

Kode Warna Titik

Kode Warna Titik

Kode Warna Titik

Kode Warna Titik

cr(ur) = (0,1,1,2,1) en(wy) = (1,2,1,3,0) en(ty) = (1,0,1,1,2) cn(vi) = (1,1,0,2,1)
cr(vz) = (0,1,1,1,2) en(ws) = (1,1,1,0,3) en(tz) = (1,0,1,1,3) cr(uz) = (1,1,0,1,2)
en(us) = (0,1,1,1,3) en(ws) = (1,1,1,0,4) cnlts) = (1,0,1,1,4) cn(vs) = (1,1,0,1,3)
cr(va) = (0,1,1,1,4) er(wa) = (1,1,1,0,5) cn(ta) = (1,0,1,1,5) cr(us) = (1,1,0,1,4)
cr(us) = (0,1,1,1,5) crn(ws) = (1,1,1,0,6) cn(ts) = (1,0,1,1,6) 1,0,1,5)

cn(vs) = (1,

en(un ) = (0, L, Ln—1)

T T = 69 W MUY

cn(tn-1) = (1,0,1,1,n)

en(on-) = (L L0, Ln—1)

crn(v,) = (0,1,1,1,n)

cn(wn) =(1,1,1,0,n + 1)

en(tn) = (1,0, L,Z,n+ 1)

cri(un) = (1,1,0,1,n)

Berdasarkan Tabel 3.3, dapat dilihat bahwa tidak ada kode warna yang sama untuk
setiap titik graf Hr,,. Jadi, x 1 (Hr,) < 5 untuk n > 3, n genap. Akibatnya diperoleh
xr(Hry,) =5 untuk n > 3.

4. Kesimpulan

Berdasarkan penelitian ini, telah dijelaskan bahwa bilangan kromatik lokasi graf
sehati Hr,, untuk n > 2 dimana graf sehati merupakan graf dengan LS, sebanyak n
yang setiap LS5 dihubungkan oleh 3 sisi baru. Pada pembahasan tersebut, diperoleh
bilangan kromatik lokasi graf sehati xp(Hr,) = 4 untuk n = 2 dan x.(Hr,) =5

untuk n > 3.
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